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Teoria liczb

Omoéwimy tutaj podstawy teorii liczb, czyli dziatu dotyczacego liczb cal-
kowitych.

1.1 Oznaczenia i wlasnosci kongruencji

Oznaczenia:

o alb — liczba a jest dzielnikiem liczby b;

NW D(a,b) — najwigkszy wspolny dzielnik liczb a, b;

NWW (a,b) — najmniejsza wspélna wielokrotnosé liczb a, b;
e a | b— liczby a i b sg wzglednie pierwsze, czyli ich NWD jest réwne 1;

a = b (mod n) — liczby a oraz b daja te sama reszte z dzielenia przez
n. Inaczej méwiac, jest to réwnowazne temu, ze n|a — b.

Wtasnosci kongruencji:
e a=a (modn);

jesli a = b (mod n), to b = a (mod n);
a=a+n (mod n);
)

e a=a—n (mod n);

jesli a = b (mod n) oraz b = ¢ (mod n), to a = ¢ (mod n);
)

(
jesli a = b (mod n) oraz m|n, to a = b (mod m);
d

e a=b (mod n) wtedy i tylko wtedy, gdy ac = be (mod mc);

jeslim L n, a =b (mod m) oraz a = b (mod n), to a = b (mod mn);
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jesli a = ¢ (mod n) oraz b = d (mod n), to:
a+b=c+d (mod n);
a—b=c—d (mod n);

ab = cd (mod n);

jesli a = b (mod n), to a* = b* (mod n);

jesli ak = bk (mod n) oraz k L n, to a = b(mod n).

Podstawowe fakty
jesli clab oraz ¢ L a, to cl|b;
NWD(a,b) - NWW(a,b) =a-b;
NWD(a,b) = NWD(a,b— a);
jesli p jest liczba pierwsza, za$ a,b € Z, to plab = (pla V p|b);
liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele;

rozklad na czynniki pierwsze liczby calkowitej dodatniej jest jedno-
znaczny.

Funkcja Eulera

¢(n) - liczba liczb caltkowitych dodatnich mniejszych od n oraz wzgled-
nie pierwszych z n. Funkcje te nazywamy funkcja Eulera;

jesli p jest pierwsze, to ¢(p) = p — 1;
jesli p jest pierwsze, k catkowite, to (b(pk) =(p— 1)pk71;
jesli a L b, to ¢p(ab) = ¢(a) - ¢(b);

dla liczby catkowitej dodatniej n dany jest jej rozklad na czynniki
pierwsze: n = p{* - p¥ - .- pf*. Wtedy ¢(n) = (p1 — l)p‘fl_1 - (p2 —
el (g — 13
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1.4 Twierdzenia

Rozszerzony algorytm Euklidesa

Ponizej opisany jest wniosek z rzeczonego algorytmu.
Dla liczb catkowitych nieujemnych a, b istnieja takie liczby catkowite x, y,
ze NWD(a,b) = ax + by.

Dowdd:

Skorzystamy z algorytmu Euklidesa, ktory wyznacza NW D(a,b) i prze-
biega nast@puj@ccﬂ

e porzadkujemy liczby a,b tak, by a < b;
e jesli a =0, to b jest szukang liczba;
o szukamy NW D(a,b — a) za pomoca algorytmu Euklidesa.

Oczywiscie powyzszy algorytm musi zakonczy¢ sie¢ po skonczonej licz-
bie rekurencyjnych wykonan, bowiem wraz z kazdym z nich suma argu-
mentéw sie zmniejsza, chyba ze jeden z tych argumentéw jest zerem, bo
wtedy nastepuje ostatni krok algorytmu. Co wiecej, poniewaz NW D(a,b) =
NWD(a,b— a), to w kazdym rekurencyjnym wykonaniu algorytmu NW D
argumentow jest takie samo. Zatem gdy na koncu otrzymujemy pare (d,0),
liczba d jest szukanym NW D.

Kolejng warta odnotowania obserwacja méwi nam, ze w kazdym kroku
algorytmu Euklidesa argumenty sa kombinacjami liniowymi poczatkowych
liczb a,b nad liczbami calkowitymﬂ: poniewaz oczywiscie para (a,b) jest
kombinacja liniowa a,b, zatem na samym poczatku ta wlasnosé jest spet-
niona. Niech po ktérym$ kroku algorytmu aktualne argumenty beda kom-
binacjami liniowymi a,b przyjmujacymi wartoéci odpowiednio xi1a + y1b,
xaa+ y2b. Wtedy (z1a 4 y1b) — (x2a + y2b) = (21 — x2)a + (y1 — y2)b, co jest
kombinacjg liniowg liczb a, b.

Zatem wynik algorytmu jest kombinacja liniowg liczb a, b, totez istnieja
liczby catkowite t.z. NW D(a,b) = ax + by.

Wiasciwy algorytm Euklidesa pozwala wyznaczy¢ pare x, y. Powyzej opi-
sano wylacznie dowdéd wniosku o istnieniu tych liczb. W zadaniach olimpij-
skich zazwycza]j nie jest konieczne wskazanie explicite x,y, wystarczajace
bywa tylko powolanie sie na ich istnienie.

!poniewaz NW D(0, 0) jest niezdefiniowane, przyjmujemy, ze przynajmniej jedna z liczb
a,b nie jest zerem

2méwimy, ze ¢ jest kombinacja liniows nad liczbami calkowitymi liczb naturalnych a, b,
gdy istniejg liczby catkowite x,y takie, ze ¢ = ax + by
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Lemat o generowaniu reszt

Dane sg liczby catkowite dodatnie a, b, n, przy czym a L n. Wérdd liczb
a+b,2a+b,3a+Db,...,na+ b mamy wszystkie mozliwe reszty modulo n.

Dowad:

Przypusémy nie wprost, ze wérdd liczb a + b,2a + b,3a +b,...,na + b
sa dwie dajace te samg reszte z dzielenia przez n, czyli istniejg liczby k, 1 t.
7z.0<k—1<noraz ka+b= la+ b mod n. Zatem n|a(k — [). Poniewaz
aln,tonlk—1. Ale 0 < k-1 < n, co daje sprzecznosé.

Odwrotno$¢ modulo p

Dla liczby pierwszej p oraz kazdej liczby catkowitej k, takiej ze 0 < k < p,
istnieje doktadnie jedna liczba catkowita I, 0 < I < p, taka ze kIl = 1 modulo
p . Liczbe | nazywamy wtedy odwrotnoscia k£ mod p, mozemy napisaé¢ | = %
mod p lub [ = k~! modulo p; definiuje nam to operacje dzielenia w ciele Lap.
Dodatkowo wytacznie 1 oraz p — 1 sa same dla siebie odwrotnosciami.

Wersja ogdlniejsza: jesli £ L n (n nie musi byé¢ pierwsze), to k ma
doktadnie jedng odwrotno$é mod n.

Dowod:

Niech kly = kls = n mod n. Wtedy n|k(ly — l2). Zatem skoro n L k,
mamy n|l; — lj, totez l; = Iy mod n.

Twierdzenie Wilsona

Liczba p jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy p|(p — 1)! + 1.
Wykazanie tego faktu jest ciekawym zadaniem, zatem warto sprobowaé
zrobié¢ to samodzielnie, zanim zdecydujesz sie na lekture ponizszego dowodu.

Dowod:

Niech p bedzie liczba pierwsza. Wtedy kazda wsrdd liczb 1,2,...,p — 1
posiada swoja odwrotno$é¢ mod p. Co wiecej, tylko 1 oraz p — 1 sa same
dla siebie odwrotnosciami. Zatem liczby 2,3, ...,p — 2 mozna dobra¢ w pary
tak, ze iloczyn liczb w kazdej parze daje reszte 1 mod p. Zatem (p — 1)! =
1-(—1) = —1 mod p. Zatem p|(p — 1)! + 1.

W druga strone, niech p|(p — 1)! + 1. Przypusémy, ze p nie jest pierwsza.
Wtedy posiada jaki$ dzielnik pierwszy d < p. Totez d|(p — 1)!. A skoro d|p i
pllp—1)!'+1,tod|(p—1)!+ 1. Przetod|(p—1)!+1— (p—1)! =1, co daje
sprzecznosc.
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Chinskie twierdzenie o resztach

Liczby catkowite p1, po, . .. p, sa parami wzglednie pierwsze, a1, as,...a,
sg catkowite. Wéwcezas istnieje doktadnie jedno rozwiazanie modulo py - p2 - ... - pn
uktadu kongruencji

T = a; mod p;

dlaie {1,2,...n}.

Male twierdzenie Fermata

Dla dowolnego a € Z oraz dla dowolnego p € P zachodzi p|a? — a. Jezeli
ponadto p L a, to plaP~! — 1.
Uogélnienie — twierdzenie Eulera: jedli a L n, to a®™ =1 (mod n)

1.5 Zadania

1. Czy istnieja takie liczby calkowite a i b, ze liczby a? 4 b oraz a + b? sa
kolejnymi liczbami caltkowitymi?

2. Dowiesé, ze istnieje 2024202420 kolejnych liczb naturalnych, z ktérych

kazda jest podzielna przez co najmniej 20242024*" Jiczh pierwszych.

3. Niech n € N. Udowodnij, ze 32" + 1 jest podzielne przez 2, ale nie
przez 4.

4. Znalezé reszte z dzielenia 3'%° 4 4105 przez 11.

5. Pokaz, ze dla kazdego n € N kongruencja 622 + 5z + 1 = 0 (mod n)
ma rozwiazanie.

b+1

a

6. Dane sg liczby naturalne a, b takie, ze liczba a—*b'l +

Udowodnij, ze

jest catkowita.
NWD(a,b) <Va+b.

7. Niech n,m € Z, beda takie, ze NWW (m,n)+ NWD(m,n) =m+n.
Udowodnij, ze jedna z tych liczb dzieli druga.

8. Znajdz wszystkie liczby catkowite dodatnie x,y takie, ze 7% — 3Y = 4.

9. Udowodnij, ze jesli n jest dodatnig liczba calkowita, to liczba 2(n? + 1) — n
nie jest kwadratem liczby calkowite;j.

10. Udowodnij, ze jesli liczba pierwsza p jest postaci 4k + 3, to co najmniej
jedna z liczb (2k + 1)! 4+ 1, (2k 4+ 1)! — 1 jest podzielna przez p.
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Dana jest liczba pierwsza p > 2. Niech S bedzie zbiorem p + 1 liczb
catkowitych. Wykaza¢, ze istniejg parami rézne liczby a1, as, ..., ap-1,
nalezace do zbioru S, dla ktorych liczba a1 +2a2+3az+...+(p—1)ap—1
jest podzielna przez p.

Rozstrzygnaé¢, czy mozna wpisaé w pola nieskonczonej szachownicy
liczby catkowite dodatnie tak, aby suma liczb wpisanych w kazdy pro-
stokat m x n, gdzie m,n > 2024, byla podzielna przez m + n.

Na tablicy napisana jest permutacja ciagu (1,2, ..., k+n), gdzie k L n.
W jednym ruchu mozemy zamieni¢ liczby rézniace sie o k lub o n.
Pokazaé, ze mozna otrzymaé ciag (1,2,...,k 4+ n).

Udowodnié¢, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi

nl](27 — 20)(2" — 21)(2" — 22)...(2" — 2n7 L),
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