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1 Co taczy zwisajaca line, brachistochrone, mecha-
nike Lagrange’a i czarne dziury?

1.1 Wstep

Rozdzial ten bedzie poswiecony pozornie bardzo prostej sprawie. Bedziemy obli-
cza¢ wartos¢ pewnej calki, a nastepnie optymalizowaé jej warto$é. Te dwie kon-
cepcyjnie nieskomplikowane czynnosci potaczone razem maja niezwykly potencjat
jako narzedzie do ttumaczenia rzeczywistosci fizycznej.

Formalnie zagadnienie, ktérym bedziemy sie zajmowaé, nazywa sie ekstrema-
lizacja funkcjonatu. Ogoélnie funkcjonatem nazywa sie odwzorowanie, ktore jako
argument przyjmuje funkcje, a zwraca liczbe. W szczegdlnosci bedziemy sie zaj-
mowa¢ funkcjonatami o postaci:

§(a(t) = / (), 2(0), £)dt, 1)

gdzie § jest funkcjonalem przyjmujacym jako argument funkcje x(t). Funkcje L na-
zywaé bedziemy lagrangianem!. Lagrangian przyjmuje trzy argumenty: pochodna
funkcji dla danego czasu, warto$é tej funkcji i czas. Od razu widaé, ze dla dowolnej
rozsadnej postaci funkeji L oraz x(t) wyrazenie to okresla po prostu jakas liczbe.
Zatem w istocie odwzorowanie §(-) przyjmuje jako argument funkcje, a zwraca
liczbe.

Dziatanie § jest jednak na razie dos¢ abstrakcyjne. Sprobujmy podaé intu-
icyjny przyktad funkcjonatu. Wyobrazmy sobie, ze jesteSmy na wycieczce w gorach.
Chcemy dosta¢ sie do schroniska. Przez funckjonal § mozemy rozumieé¢ odwzoro-
wanie przyjmujace jako argument trase do schroniska, rozumiana na przyktad jako
szerokos$¢ geograficzna w funkcji dtugosci geograficznej. W kontekscie wyrazenia
1, z(t) bedzie oznacza¢ szerokosé geograficzng w funkeji dtugosci geograficznej?.
Dokladna postaé¢ funkcji L bedzie natomiast zadana® przez topografie terenu ro-
zumiang jako wysokos¢ nad poziomem morza w funkcji potozenia. Chcemy wszak,
aby funkcjonal § uwzgledniat rowniez droge pokonywanag w pionie!

Jak znalez¢ przy tak sformutowanym problemie najkrotsza droge do schroniska?
Mozna si¢ w tym celu postuzy¢ tak zwanym rachunkiem wariacyjnym. Pozwala on
napisa¢ warunek konieczny do tego, aby nasza droga byla najkrotsza. Warunek
ten mialby posta¢ réwnania rézniczkowego. My jednak w tym rozdziale bedziemy
postugiwali sie metodami numerycznymi, aby rozwiazywac¢ tego typu problemy.

'Nazwa ta zazwyczaj odnosi sie do funkcji L w kontekscie mechaniki Lagrange’a, my jednak
bedziemy uzywaé tej nazwy we wszystkich kontekstach.

2Dos¢ nieortodoksynie x oznacza zatem w tym przykladzie szerokosé, a t dhugosé geograficzna.

3Szczegotowa postaé weale prosta nie bedzie. Przyktad ten poza tym, ze jest intuicyjnie tatwy
do zrozumienia, jest do$¢ trudny w szczegodlach.



Zamiast przeszukiwaé cala przestrzeni funkcjii* zadowolimy sie przeszukaniem
jedynie wezszej, sparametryzowanej klasy funkcji liczac na to, ze wtasciwa funkcja
minimalizujaca jest podobna do ktorejs z funkcji z obranej klasy. Pozwoli to zasta-
pi¢ szukanie miniméw w przestrzeni funkcji przez szukanie minimum w przestrzeni
parametrow.

Krotko mowiac, zamiast szukaé ogolnej funkeji z(¢), minimalizujacej rownanie
1, obierzemy na przyktad klase funkcji:

Lag,a1,a2,a3 (t) = ag + ayt + a2t2 + a3t3a

sparametryzowana za pomoca liczb {ag, a1, as, az}. Metodami numerycznymi mo-
zemy nastepnie szukaé¢ parametrow, dla ktorych wyrazenie 1 przyjmuje wartosc
ekstremalna.

Nalezy w tym miejscu jednak wyraznie zaznaczy¢, ze opisany sposéb podejscia
do problemu w zasadzie nie ma zastosowan poza celem dydaktycznym. Wynika
to z faktu, ze istnieja narzedzia analityczne pozwalajace zredukowaé tego typu
problemy do réwnan rézniczkowych. Mimo powaznych wad opisane podejscie da
nam pewien wglad w kilka ciekawych problemoéw fizycznych bez zaglebiania sie we
wspomniane metody analityczne.

1.2 Numeryczne znajdowanie ekstremoéow funkcji

Istnieje wiele algorytmoéw realizujacych zadania znajdowania ekstremoéw funkcji.
Temat ten jest niezwykle wazny, nie tylko w kontekscie fizyki. Na przyktad do
trenowania sztucznej inteligencji korzysta sie wtasnie ze sprytnych strategii opty-
malizacji paramerow.

Niestety, nie ma doskonatej metody stuzacej do szukania miniméw czy mak-
simow funkcji. Strategie wlasciwe do jednych probleméw nie sprawdza sie przy
innych. Zastanéwmy sie, czego mozna by oczekiwaé¢ od idealnego algorytmu.

Idealny algorytm:

e Bylby szybki, to znaczy szybko zbiegalby do szukanego ekstremum, oblicza-
jac wartosé funkcji matg liczbe razy;

e Mialby czas dziatania w niewielkim stopniu zalezny od ilosci parametrow, za
pomoca ktorych odbywa sie ekstremalizacja;

e Drziatalby dla kazdej funkcji z ekstremum;

e Zbiegalby do ekstremum niezaleznie od wyboru miejsca startu algorytmu;

4Funkcji nie dosé, ze jest nieskoriczenie wiele, to dodatkowo przestrzeri funkcji ma nieskori-
czwenie wiele wymiaréw!



Pozwalatby w tatwy sposob ograniczyé zbior przeszukiwanych parametrow
poprzez dodanie réwnan wiezow;

e W razie istnienia skonczonej ilodci ekstreméw w badanym przedziale listowat
wszystkie;

Nie podawalby punktéw podszywajacych sie pod ekstrema (punkty stacjo-
narne poza maksimum i minimum, na przyktad 23 w z = 0);

Bytby prosty w implementac;ji.

Wybierajac rzeczywisty algorytm, zawsze nalezy zastanowié¢ sie, na jakich ce-
chach tak na prawde nam zalezy.

W tej sekcji skupimy sie przede wszystkim na algorytmach posiadajacych ostat-
nig ceche, czyli tatwos¢ implementacji, majac dodatkowo na wzgledzie stojaca za
nimi prostote matematyki. W przypadkach, gdy okaza sie one zawodne, wykorzy-
stamy dziedzictwo przodkéw w postaci gotowych implementacji bardzo zaawanso-
wanych algorytmoéw, dostepnych w licznych bibliotekach Pythona.

Pokrotce opiszemy dziatanie nastepujacych algorytmow:

1. metoda ztotego podziatu;
2. zmodyfikowana metoda Newtona;

3. metoda gradientu prostego.

Na koniec wstepu warto wspomnied, ze algorytmy stuzace do znajdowania mini-
moéw funkeji moga byé z powodzeniem uzyte do znajdowania maksiméw i odwrot-
nie. Na przyklad jesli chcemy uzyé¢ algorytmu minimalizujacego do znalezienia
maksimum funkcji f(z) mozna zawsze rozwiagzaé¢ rownowazny problem polegajacy
na znalezieniu minimoéw funkcji — f(x).

Metoda zlotego podziatu

Metode ztotego podziatu stosuje sie do znajdowania minimum funkcji jednej zmien-
nej. W przypadku, gdy w badanym przedziale argumentéw funkcja ma kilka mini-
moéw lokalnych, algorytm zbiegnie do ktoregos$ z nich. Najwicksza zaleta metody,
poza prostota, jest jej stabilnosé. Istotna wada jest natomiast to, ze dziala ona
jedynie dla funkcji o jednej zmienne;j.

Metoda ztotego podziatu polega na stopniowym zawezaniu przedziatu, w kto-
rym znajduje sie szukane minimum. Do zainicjowania metody potrzebne jest poda-
nie poczatkowego przedziatu. Na rysunku 1 poczatkowym przedzialem jest odcinek

od a do b.



Pierwszym krokiem jest obliczenie ¢ oraz d ze wzoréow:

_b—a
¢ )
b—a

(b Y
gdzie ¢ = %5 jest tak zwang ztota liczba.

Kolejnym krokiem jest poréwnanie minimalizowanej funkcji f w ¢ oraz d. Jesli
f(d) > f(c), oznacza to, ze minimum znajduje sie miedzy a oraz d.W przeciwnym
wypadku, jesli f(c¢) > f(d), to minimum jest miedzy c i b.

Mozna by w tym momencie powiedzie¢, ze mamy nowy, wezszy przedzial, w
ktorym znajduje sie¢ minimum, i uzy¢ go do powtoérzenia catej procedury az do
momentu, gdy uznamy, ze zaweziliSmy przedzial wystarczajaco. Specyficzny wybor
c oraz d pozwala jednak odrobine przyspieszy¢ dziatanie algorytmu. Okazuje sie,
ze dla tak wybranych wzoréow na c i d, zeby obliczyé¢é wartosci funkcji w ¢’ oraz
d', w nastepnym kroku wystarczy wywota¢ funkcje f tylko raz. Dla przypadku
f(d) > f(c) zachodzi ¢ = d’, natomiast dla f(c) > f(d) zachodzi d = .

Sprobuj samodzielnie zaimplementowaé metode ztotego podziatu w taki sposob,
aby wykorzystywata ona wyzej opisany fakt. Przetestuj ja na prostych funkcjach.
W razie probleméw bez trudu zdobedziesz gotowa implementacje w internecie lub
proszac o nig ulubiony model jezykowy Al

c=15b

d=a+

Zmodyfikowana metoda Newtona

Metoda Newtona zazwyczaj jest wykorzystywana do znajdowania miejsc zerowych
funkcji. Da sie ja jednak zaadaptowaé¢ do znajdowania lokalnych miniméw. Na
poczatek warto zaznajomié sie z jej podstawowsa wersja.

Celem metody Newtowna jest znalezienie miejsca zerowego funkcji. Do zaini-
cjowania metody potrzebny jest punkt startowy xy. Za pomoca wartosci minima-
lizowanej funkcji f i jej pochodnej f’ w punkcie startowym obliczane jest nowe
oszacowanie na miejsce zerowe. Po czym procedura jest zapetlana.

Przyjrzyjmy sie rysunkowi 2. Na poczatku obliczamy f(xo) i f/(xo), po czym
x1 wyliczamy ze wzoru:

f(x0)

f'(wo)

Tl = Ty —

Procedure mozna dalej zapetli¢ tak, ze:

n

Petle mozna zakonczy¢, gdy f(x,) < €, gdzie € jest pewna obrana mata liczba.

4



f(x)

a ¢ d b)(

Rysunek 1: Ilustracja dziatania metody zlotego podziatu. W zadanych przez zloty
podzial miejscach ¢ oraz d obliczana jest minimalizowana funkcja f. Jesli f(d) >
f(c), oznacza to, ze minimum znajduje sie miedzy a oraz d. Jesli f(c) > f(d), to
minimum jest miedzy c i b.

f(x)

)

X3 Xo X

Rysunek 2: Ilustracja zastosowania metody Newtona do znajdowania miejsc zero-
wych.



Import physics. Podstawy metod numerycznych to obowigzkowa lektura
dla wszystkich osob przygotowujacych sie do Olimpiady Fizycznej! Znajdziesz
w niej nie tylko omoéwienia wielu istotnych zagadnien, ale rowniez konkretne
narzedzia, ktére pozwola Ci zmierzy¢ sie nawet z najtrudniejszymi poleceniami
na Olimpiadzie. Publikacja ta wyrdznia sie przejrzystoscig opracowania materiatu
merytorycnego, ktérego zrozumienie utatwia wprowadzenie wielu przyktaddow.
Jesli tylko fizyka jest Twoja pasja, 10 z pewnoscig nie powinienes zwlekac!

To swietny poradnik dla licealistow zainteresowanych Olimpiadq Fizyczng oraz
0sOb rozwazajqcych studiowanie fizyki. Umigjetnie Kieruje czytelnikiem, z jednej
strony podsuwajqgc pomysty | dydaktyczne przyktady, z drugiej zas zostawiajqgc
pole do samodzielniego cwiczenia umiejetnosci badawczych. Polecam!

Karol tukanowski, laureat Olimpiady Fizycznej,
doktorant fizyki na Uniwersytecie Warszawskim
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